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Kumpulan tiedekirjasto
Tutkielmassa käydään läpi Dirichletin ja Bergmanin avaruuksien ominaisuuksia, ja tutkitaan niiden
yhteyttä analyyttiseen Poincarén epäyhtälöön. Tämän lisäksi tutkitaan erilaisia yhdesti yhtenäisiä,
rajoitettuja alueita, joissa ei päde analyyttinen Poincarén epäyhtälö.
Dirichletin avaruus on niiden rajoitetussa alueessa määriteltyjen analyyttisten funktioiden joukko,
joiden derivaattafunktion L2 normi kyseisen alueen yli on äärellinen, ja Bergmanin avaruus on niiden
analyyttisten funktioiden joukko, joiden L2 normi vastaavan alueen yli on äärellinen. Tutkielman
alussa annetaan karakterisaatio sille, milloin Dirichletin avaruus on Bergmanin avaruuden osajoukko
yhdesti yhtenäisissä, rajoitetuissa alueissa.
Käyttämällä suljetun kuvaajan teoreemaa, ja funktionaalianalyysin perustuloksia, todistetaan, että
Dirichletin avaruuden sisältyminen Bergmanin avaruuteen rajoitetussa alueessa on ekvivalenttia
sen kanssa, että kyseisessä alueessa pätee analyyttinen Poincarén epäyhtälö. Tämän tuloksen avulla
todistetaan, että rajoitetuissa, tähtimäisissä alueissa pätee analyyttinen Poincarén epäyhtälö. Tästä
edetään määrittelemällä paloittain tähtimäinen alue, ja todistamalla, että siinä pätee analyyttinen
Poincarén epäyhtälö. Tutkielmassa etsitään myös kompleksitason origokeskisen kiekon analyyttiselle
Poincarén epäyhtälölle konkreettinen vakio.
Seuraavaksi esitetään kompleksitason rajoitettu, yhdesti yhtenäinen alue, jossa ei päde analyyttinen
Poincarén epäyhtälö. Konstruktiossa hyödynnetään kompleksianalyysin ja analyyttisen geometrian
perusideoita. Tätä aluetta muokkaamalla löydetään yhdesti yhtenäinen, rajoitettu alue, jossa pä-
tee analyyttinen Poincarén (2, 2) epäyhtälö, mutta jos epäyhtälössä korvataan vasemmanpuoleisen
funktion L2-normi oleellisella supremum-normilla, niin epäyhtälö ei enää päde. Tutkielman lopuksi
esitetään erityisen yksinkertainen konstruktio spiraalimaisesta, rajoitetusta alueesta, jossa analyyt-
tinen Poincarén epäyhtälö ei päde.
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Tutkielmassa käytetyt merkinnät ja ilmaukset
C kompleksilukujen joukko
z = x+ yi kompleksiluku, x, y ∈ R
z¯ = x− yi luvun z kompleksikonjugaatti
alue avoin ja yhtenäinen kompleksitason osajoukko
G joukon G sulkeuma
∂G joukon G reuna
A
fdA Lebesguen integraali dimensiossa 2
A
fdA =∞ integraali hajaantuu
m(A) joukon A Lebesguen mitta
C1(Ω) alueessa Ω kerran jatkuvasti derivoituvien funktioiden joukko
2
Luku 1
Johdanto
Tässä tutkielmassa käydään läpi Dirichletin ja Bergmanin avaruuksien ominaisuuksia. Lu-
vussa 2 annetaan karakterisaatio sille, milloin Dirichletin avaruus on Bergmanin avaruu-
den osajoukko, noudattaen lähdettä [2, Theorem 2]. Tämän todistuksessa hyödynnetään
Riemannin kuvauksen ominaisuuksia. Dirichletin ja Bergmanin avaruuksien ominaisuuk-
sia käytetään, kun aletaan tutkia analyyttistä Poincarén epäyhtälöä.
Luvussa 2 esitetään tärkeä todistus sille, että Dirichletin avaruuden sisältyminen Bergma-
nin avaruuteen alueessa on ekvivalenttia sen kanssa, että alueessa pätee Poincarén (2, 2)
epäyhtälö. Poincarén epäyhtälön voimassaolo antaa hyödyllistä tietoa kompleksitason alu-
een geometriasta, ja sitä sovelletaan esimerkiksi matemaattisessa fysiikassa. Luvussa 2 to-
distetaan, että tähtimäisissä, rajoitetuissa alueissa pätee Poincarén epäyhtälö [2, Theorem
3].
Luvun 2 lopussa hyödynnetään lähteen [10, Chapter 3] tulosta reaalisen Poincarén epäyh-
tälön optimaalisesta kertoimesta siihen, että löydetään kompleksitason origokeskisen kie-
kon Poincarén epäyhtälölle konkreettinen vakio. Lisää reaalisen ja analyyttisen Poincarén
epäyhtälön vastaavuudesta löytyy esimerkiksi lähteistä [4] ja [11].
Luvussa 3 esitetään kompleksitason rajoitettu alue, jossa ei päde Poincarén epäyhtälö.
Konstruktiossa noudatetaan lähteen [2, Theorem 10] linjaa. Ideana konstruktiossa on, et-
tä löydetään funktiojono, joille Poincarén epäyhtälössä tarvittaisiin aina jotain lukua n
suurempi vakio, jotta epäyhtälö pätisi. Käyttäen funktiojonon ominaisuuksia, hajoitetaan
alueen yli laskettava integraali monen pienemmän alueen laskentaan, ja näille esitetään
erillisiä arvioita. Konstruktiossa hyödynnetään kompleksianalyysin ja analyyttisen geo-
metrian perusideoita.
Luvussa 3 esitetään myös rajoitettu alue, jossa pätee Poincarén (2, 2) epäyhtälö, mutta
3
jos epäyhtälössä korvataan vasemmanpuoleisen funktion L2-normi oleellisella supremum-
normilla, niin epäyhtälö ei enää päde.
Luvussa 4 esitetään erityisen yksinkertainen konstruktio rajoitetusta alueesta, jossa
Poincarén epäyhtälö ei päde.
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Luku 2
Dirichletin ja Bergmanin avaruudet
2.1 Määritelmät
Olkoon G rajoitettu alue kompleksitasossa ilman äärettömyyspistettä, ja olkoon z0 ∈ G
kiinnitetty. Dirichletin avaruus D(G) on niiden analyyttisten funkioiden g : G → C
joukko, joille pätee g(z0) = 0, ja
(2.1) ||g||2D(G) :=

G
|g′|2dA <∞.
Joukko D(G) on Hilbertin avaruus sisätulon 〈f, g〉 = 
G
(f ′g¯′)dA suhteen [13, Examples
4.5], f, g ∈ D(G), jossa funktion g¯′ arvo on funktion g′ arvon kompleksikonjugaatti, eli
g¯′(z) = g′(z).
Ehdolla g(z0) = 0 taataan, että nollasta poikkeavan funktion normi ei ole nolla. Tämä
seuraa siitä, että
g′(z) = 0 kaikilla z ∈ G,
jos ja vain jos
g(z) = c kaikilla z ∈ G,
missä c on vakio.
Bergmanin avaruus B(G) on analyyttisten funktioiden g : G → C Hilbertin avaruus
(sisätulon 〈f, g〉 = 
G
(fg¯)dA suhteen [13, Examples 4.5], f, g ∈ B(G)), joille pätee
(2.2) ||g||2B(G) :=

G
|g|2dA <∞.
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2.2 Kertoimet
Analyyttinen funktio f voidaan esittää muodossa
f = u(x, y) + iv(x, y), x, y ∈ R,
missä u ja v ovat reaalisesti diﬀerentioituvia, ja toteuttavat Cauchy-Riemann yhtälöt. Nyt
funktion f Jacobin matriisin determinantti voidaan laskea seuraavasti:
(2.3)
Jf =
∣∣∣∣∂u/∂x ∂u/∂y∂v/∂x ∂v/∂y
∣∣∣∣
=
∂u
∂x
∂v
∂y
− ∂u
∂y
∂v
∂x
=
(
∂u
∂x
)2
+
(
∂v
∂x
)2
= |f ′(z)|2.
Riemann-kuvaus on analyyttinen funktio, joka kuvaa yksikkökiekon yhdesti yhtenäiselle
alueelle (ei kuitenkaan koko joukolle C) bijektiivisesti ja konformisesti. Riemannin ku-
vausteoreema takaa, että tälläinen funktio on aina olemassa. Todistus löytyy esimerkik-
si kirjasta [13, Theorem 14.8]. Olkoon G tällainen alue, ja φ Riemann-kuvaus avoimes-
ta origokeskisestä yksikkökiekosta, jota merkitään kirjaimella U , alueeseen G siten, että
φ(0) = z0, ja olkoon g ∈ D(G). Määritellään tällöin
Iφ(g)(z) := (g ◦ φ)(z).
Huomataan nyt, että Iφ(g)(0) = g(φ(0)) = 0. Käyttämällä muuttujanvaihdosteoreemaa
[13, Theorem 7.26] ja yhtälön (2.3) tietoa, että funktion φ Jacobin matriisin determinantti
on |φ′(z)|2, saadaan, että
||Iφ(g)||2D(U) =

U
|(g ◦ φ)′(z)|2dA
=

U
|g′(φ(z))|2|φ′(z)|2dA
=

φ(U)
|g′(z)|2dA
= ||g||2D(G).
Siis Iφ on isometria avaruudeltaD(U) avaruuteenD(G). Analyyttistä funktiota f alueessa
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U G
φ
g
g(G)
Iφ(g) = g ◦ φ
Kuva 2.1: Funktio Iφ(g) : U → g(G).
G kutsutaan joukon D(G) kertoimeksi, jos
fD(G) := {fg : g ∈ D(G)} ⊂ D(G).
Todistetaan nyt lemma, jota tarvitaan näyttämään, että pisteen z0 valinnalla alueessa G
ei ole vaikutusta sisältyvyyteen D(G) ⊂ B(G).
Lemma 2.4. Olkoon G rajoitettu alue. Merkitään tällöin Dz0(G) ja Bz0(G) Dirichletin ja
Bergmanin avaruuksia, joiden kantapiste on z0. Tällöin pätee, että jos Dz0(G) ⊂ Bz0(G),
niin Dz1(G) ⊂ Bz1(G), kun z1 ∈ G.
Todistus. Oletetaan, että pätee Dz0(G) ⊂ Bz0(G). Olkoon f ∈ Dz1(G). Tällöin
||f ||D(G) = ||f − f(z0)||D(G) <∞.
Nyt koska f on analyyttinen joukossa G, ja f(z0)− f(z0) = 0, pätee oletuksen nojalla
||f − f(z0)||B(G) <∞.
Tästä saadaan käänteisellä kolmioepäyhtälöllä, että∣∣||f ||B(G) − ||f(z0)||B(G)∣∣ ≤ ||f − f(z0)||B(G) <∞,
eli f ∈ Bz1(G).
Seuraava tärkeä lause antaa karakterisaation sisältyvyydelle D(G) ⊂ B(G) yksikkökiekon
Riemann-kuvauksen φ : U → G avulla.
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Lause 2.5. Olkoon G rajoitettu, yhdesti yhtenäinen alue, ja olkoon φ Riemann-kuvaus
φ : U → G, jolla φ(0) = z0. Määritellään identtinen kuvaus h : G→ G, h(z) = z. Tällöin
seuraavat väitteet ovat ekvivalentteja:
1. D(G) ⊂ B(G),
2. hD(G) ⊂ D(G),
3. φD(U) ⊂ D(U),
4. φ′D(U) ⊂ B(U).
Todistus. Todistus noudattaa lähteen [2, Theorem 1] linjaa. Osoitetaan ensin implikaatio
1 ⇒ 2. Olkoon g ∈ D(G). Tällöin (hg)′ = hg′ + g. Koska g′ ∈ B(G), ja koska h on
rajoitettu joukossa G, pätee että hg′ ∈ B(G). Jos g ∈ B(G), niin oletuksien ja Minkowskin
epäyhtälön [13, Theorem 3.5] nojalla pätee
||hg||D(G) = ||hg′ + g||B(G) ≤ ||hg′||B(G) + ||g||B(G) <∞.
Todistetaan seuraavaksi implikaatio 2⇒ 1. Nyt oletuksesta saadaan
||hg||D(G) = ||hg′ + g||B(G) <∞,
josta saadaan käänteisellä kolmioepäyhtälöllä
||hg′ + g||B(G) ≥
∣∣||hg′||B(G) − ||g||B(G)∣∣ .
Koska hg′ ∈ B(G) ja ∣∣||hg′||B(G) − ||g||B(G)∣∣ <∞,
niin pätee g ∈ B(G).
Todistetaan nyt, että kohdasta 2 seuraa kohta 3. Olkoon f ∈ D(U). Koska φ on Riemann-
kuvaus, se on bijektio, ja sillä on käänteiskuvaus φ−1 : G → U . Nyt jos u1, u2 ∈ D(G),
z ∈ U ja w ∈ G, niin tulofunktiolle u3(w) = u1(w)u2(w) pätee
(u3 ◦ φ)(z) = u3(φ(z)) = u1(φ(z))u2(φ(z)) = ((u1 ◦ φ)(z)) ((u2 ◦ φ)(z))
ja
(u3 ◦ φ)(z) = (u1u2 ◦ φ)(z).
Näistä saadaan
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(u1u2 ◦ φ)(z) = (u1 ◦ φ)(u2 ◦ φ),
eli toisin sanoen
(2.6) Iφ(u1u2) = Iφ(u1)Iφ(u2).
Merkitään
I−1φ (f) = f ◦ φ−1.
Nyt koska
(2.7) φ(z) = Iφ(h)(z)
ja
(2.8) Iφ(I
−1
φ (f)) = (f ◦ φ−1) ◦ φ = f,
saadaan yhdistämällä (2.7) ja (2.8), että
||φf ||D(U) = ||Iφ(h)Iφ(I−1φ (f))||D(U).
Tästä saadaan yhtälön (2.6) avulla, että
||Iφ(h)Iφ(I−1φ (f))||D(U) = ||Iφ(hI−1φ (f))||D(U).
Nyt koska Iφ on isometria, niin
||Iφ(hI−1φ (f))||D(U) = ||hI−1φ (f)||D(G).
Oletuksen mukaan hD(G) ⊂ D(G) ja f ∈ D(U), joten
||φf ||D(U) = ||hI−1φ (f)||D(G) <∞.
Implikaation toinen suunta menee vastaavanlaisella päättelyllä. Oletetaan, että g ∈ D(G)
ja φD(U) ⊂ D(U). Tällöin
||hg||D(G) = ||I−1φ (φ)I−1φ (Iφ(g))||D(G) = ||I−1φ (φIφ(g))||D(G) <∞,
joten väitteet 2 ja 3 ovat ekvivalentteja. Väitteiden 3 ja 4 ekvivalenssia varten oletetaan,
että f ∈ D(U). Silloin
(φf)′ = φ′f + φf ′.
Nyt koska φ on rajoitettu, ja f ′ kuuluu joukkoon B(U), nähdään että φf kuuluu joukkoon
D(U), jos ja vain jos φ′f kuuluu joukkoon B(U).
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2.3 Poincarén epäyhtälö
Tässä tutkielmassa tutkitaan analyyttistä Poincarén epäyhtälöä. Kun f on analyyttinen
funktio rajoitetussa alueessa Ω, f ∈ D(Ω), ja CΩ(z0) on funktiosta f riippumaton vakio,
mutta joka riippuu Dirichletin avaruuden kantapisteestä z0 ja alueesta Ω, niin Poincarén
(p, q), p, q ∈ (0,∞), epäyhtälö on(
Ω
|f |pdA
)1/p
≤ CΩ(z0)
(
Ω
|f ′|qdA
)1/q
.
Epäyhtälössä voidaan tutkia myös tapausta, jossa epäyhtälön oikealla tai vasemmalla
puolella on oleellinen supremum || · ||∞. Erityisesti Poincarén (2, 2) epäyhtälö vakiolle
KΩ(z0) on
(2.9)

Ω
|f |2dA ≤ KΩ(z0)

Ω
|f ′|2dA.
Jos ei erikseen mainita, Poincarén epäyhtälöllä tarkoitetaan Poincarén (2, 2) epäyhtä-
löä. Korollaarin 2.12 ja Lemman 2.4 avulla tullaan huomaamaan, että pisteen z0 valinta
ei vaikuta Poincarén epäyhtälön paikkaansapitävyyteen, vaikka se vaikuttaa epäyhtälön
vakioon. Seuraavaksi esitetään lemma, jonka avulla saadaan ekvivalenssi sisältyvyyden
D(G) ⊂ B(G) ja Poincarén (2, 2) epäyhtälön välillä.
Lemma 2.10. Olkoon G rajoitettu alue. Tällöin, jos D(G) ⊂ B(G), niin kanoninen
injektio i : D(G)→ B(G), i(g) = g, on rajoitettu, eli toisin sanoen
||i(g)||B(G) = ||g||B(G) ≤ C||g||D(G),
jossa vakio C ei riipu funktiosta g.
Todistus. Koska i on lineaarinen operaattori, se on rajoitettu jos ja vain jos se on jatkuva.
Nyt suljetun kuvaajan teoreeman nojalla [12, Proposition 2.14] riittää osoittaa, että graaﬁ
H := {(x, i(x)) : x ∈ D(G)} ⊂ D(G)×B(G)
on suljettu, missä D(G)×B(G) on Banach-avaruus normilla ||v||D(G) + ||u||B(G), (v, u) ∈
D(G)×B(G). Olkoon nyt (x, g) ∈ D(G)×B(G) siten, että on olemassa jono
(xn, i(xn))
D(G)×B(G)−−−−−−−→ (x, g), kun n→∞.
Nyt jotta saadaan näytettyä, että H on suljettu, riittää osoittaa, että (x, g) ∈ H. Toisin
sanoen, riittää osoittaa, että
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(x, g) = (x, i(x)),
eli g = i(x). Tätä varten kiinnitetään z ∈ G. Halutaan näyttää, että pisteittäin pätee
i(x)(z) = x(z) = lim
n→∞
xn(z) = lim
n→∞
i(xn)(z) = g(z),
josta seuraa haluttu tulos. Tätä varten pitää kuitenkin näyttää, että löytyy pisteestä z
riippuvat vakiot c, b ∈ R siten, että kaikille f ∈ D(G), h ∈ B(G) pätee
|f(z)| ≤ c||f ||D(G)
ja
|h(z)| ≤ b||h||B(G).
Todistetaan nyt näistä ensimmäinen väite. Olkoon f ∈ D(G). Nyt f ′ on analyyttinen
alueessa G. Merkitään
B′(w) := B(w, dist(w, ∂G)),
jossa w ∈ G, ja B(w, dist(w, ∂G)) on w-keskeinen kiekko, jonka säde on pisteen w etäisyys
joukon G reunaan. Siispä keskiarvo-ominaisuuden [3, Theorem 1.6] nojalla kaikille w ∈ G
pätee
f ′(w) =
 
B′(w)
f ′(z)dA =
1
m(B′(w))

B′(w)
f ′(z)dA.
Nyt käyttämällä Cauchy-Schwartz epäyhtälöä, saadaan
(2.11)
|f ′(w)| ≤
( 
B′(w)
|f ′(z)|2dA
)1/2
=
(
1
m(B′(w))

B′(w)
|f ′(z)|2
)1/2
≤ c0 dist(w, ∂G)−1
(
B′(w)
|f ′(z)|2dA
)1/2
≤ c0 dist(w, ∂G)−1||f ||D(G),
jossa c0 on vakio. Olkoon γz,z0 polku alueessa G pisteestä z pisteeseen z0. Koska G on
yhtenäinen, niin arvion (2.11) avulla saadaan, että
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|f(z)| = |f(z)− f(z0)|
=
∣∣∣∣∣

γz,z0
f ′(w)dw
∣∣∣∣∣
≤

γz,z0
|f ′(w)|dw
≤ c0||f ||D(G)

γz,z0
dist(w, ∂G)−1dw
= c||f ||D(G),
sillä dist(w, ∂G)−1 on rajoitettu, kun w kuuluu polun γz,z0 jälkeen. Koska vakio c ∈ R ei
riipu funktiosta f , tästä seuraa haluttu tulos. Todistetaan nyt arvio |h(z)| ≤ b||h||B(G).
Keskiarvo-ominaisuudella ja Cauchy-Schwartz epäyhtälöllä saadaan, että
|h(z)| =
∣∣∣∣ 
B′(z)
h(w)dA
∣∣∣∣
≤
( 
B′(z)
|h(w)|2dw
)1/2
= b0 dist(z, ∂G)
−1
(
B′(z)
|h(w)|2dw
)1/2
≤ b0 dist(z, ∂G)−1||h||B(G)
= b||h||B(G),
jossa b ∈ R on vakio, joka ei riipu funktiosta h. Tällöin ollaan saatu todistettua alkupe-
räinen väite.
Lemmasta 2.10 saadaan nyt suoraan haluttu ekvivalenssi.
Korollaari 2.12. Sisältyvyys D(G) ⊂ B(G) on ekvivalenttia sen kanssa, että rajoitetussa
alueessa G pätee analyyttinen Poincarén epäyhtälö.
Todistus. Lemman 2.10 nojallaD(G) ⊂ B(G) implikoi, että alueessaG pätee analyyttinen
Poincarén epäyhtälö. Oletetaan nyt, että alueessa pätee Poincarén epäyhtälö. Siis jos
kaikille analyyttisille funktioille alueessa G, joilla g(z0) = 0, z0 ∈ G, pätee funktiosta g
riippumattomalla vakiolla C

G
|g|2dA ≤ C

G
|g′|2dA,
12
w0
Kuva 2.2: Esimerkki pisteen w0 suhteen tähtimäisestä joukosta, joka ei ole konveksi joukko.
niin selvästi pätee, että jos

G
|g′|2dA <∞,
niin

G
|g|2dA <∞.
2.4 Tähtimäiset alueet
Kompleksitason tähtimäisessä alueessa S löytyy piste w0 ∈ S siten, että jokaisesta pis-
teestä z ∈ S voidaan vetää jana pisteeseen w0 niin, että jana kuuluu alueeseen S. Esimer-
kiksi konveksi joukko on tähtimäinen jokaisen pisteensä suhteen. Seuraavaksi tutkitaan
Poincarén epäyhtälöä rajoitetuissa, tähtimäisissä alueissa.
Lause 2.13. Olkoon G rajoitettu, tähtimäinen alue kompleksitasossa. Tällöin alueessa G
pätee Poincarén (2, 2) epäyhtälö analyyttisille funktioille.
Todistus. Todistuksessa noudatetaan lähdettä [2, Theorem 3]. Olkoon G rajoitettu, tähti-
mäinen alue, ja g analyyttinen funktio, joka häviää pisteessä z0 ∈ G. Nyt Korollaarin 2.12
nojalla riittää osoittaa, että D(G) ⊂ B(G), eli oletetaan, että g ∈ D(G). Nyt Lemman
2.4 nojalla voidaan olettaa, että piste z0, jossa g häviää, on piste, jonka suhteen G on täh-
timäinen, ja ilman yleisyyden menetystä voidaan olettaa, että z0 on origo. Nyt suoraan
polkuintegraalien määritelmästä saadaan sijoituksella w = tz
13
g(z) =
 z
0
g′(w)dw = z
 1
0
g′(tz)dt.
Nyt koska G on rajoitettu, löytyy vakio c siten, että kaikille z ∈ G pätee |z|2 < c.
Käyttämällä tätä tietoa, ja Cauchy-Schwartz epäyhtälöä, saadaan seuraava arvio:
|g(z)|2 =
∣∣∣∣z  1
0
g′(tz)dt
∣∣∣∣2 ≤ |z|2  1
0
|g′(tz)|2dt ≤ c
 1
0
|g′(tz)|2dt.
Nyt edelleen
(2.14)

G
|g(z)|2dA(z) ≤ c

G
 1
0
|g′(tz)|2dtdA(z).
Koska funktio g′(tz), z kiinnitettynä ja t ∈ [0, 1], on jatkuva, ja joukko [0, 1] suljettu,
ja ||g′(tz)||B(G) <∞ oletuksen nojalla, voidaan käyttää Fubinin teoreemaa [13, Theorem
8.8] seuraavasti:
(2.15)

G
 1
0
|g′(tz)|2dtdA(z) =
 1
0

G
|g′(tz)|2dA(z)dt.
Nyt yhdistämällä (2.14) ja (2.15), ja sijoituksella w = tz saadaan
(2.16)

G
|g(z)|2dA(z) ≤ c
 1
0

G
|g′(tz)|2dA(z)dt
= c
 1
0
t−2

tG
|g′(w)|2dA(w)dt.
Nyt, koska origo on alueen G sisäpiste, ja G on rajoitettu, löytyy luku 0 < s < 1 siten,
että alueen sG sulkeuma kuuluu alueeseen G. Siis löytyy vakio k siten, että |g′(z)|2 < k
alueessa sG. Niinpä kun 0 < t < s, pätee
t−2

tG
|g′(w)|2dA(w) < km(G),
missä m(G) on alueen G pinta-ala. Siis
(2.17)
 s
0
t−2

tG
|g′(w)|2dA(w) <∞.
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Edelleen saadaan
(2.18)
 1
s
t−2

tG
|g′(w)|2dA(w)dt ≤
 1
s
t−2

G
|g′(w)|2dA(w)dt
= (s−1 − 1)||g||2D(G) <∞.
Nyt yhdistämällä arviot (2.16), (2.17) ja (2.18) saadaan, että jos

G
|g′|2dA <∞,
niin pätee myös

G
|g|2dA <∞.
Poincarén epäyhtälön pätevyyden rajoitetuissa, tähtimäisissä alueissa voisi todistaa myös
toisin. Olkoon
uΩ =
1
m(Ω)

Ω
udA
funktion integraalikeskiarvo rajoitetun alueen Ω yli. Julkaisujen [4] ja [11] perusteella
tiedetään, että jos rajoitetussa alueessa pätee jollain vakiolla Kp(Ω), 1 ≤ p < ∞, ja
kaikilla u ∈ C1(Ω) Sobolev-Poincaré epäyhtälö
(2.19) ||u− uΩ||Lp(Ω) ≤ Kp(Ω)||∇u||Lp(Ω),
niin alueessa pätee analyyttinen Poincarén (p, p) epäyhtälö jollain vakiolla C. Nyt lähteen
[7, Theorem 3.1] nojalla tasossa pätee epäyhtälö (2.19) rajoitetuissa, tähtimäisissä alueissa
kaikille 1 ≤ p <∞. Siispä tähtimäisissä, rajoitetuissa kompleksitason alueissa pätee myös
Poincarén (p, p) epäyhtälö kun 1 ≤ p < ∞. Samalla idealla, ja tuloksella [7, Lemma 5.1]
nähdään myös, että jos rajoitetuissa alueissa Ω1 ja Ω2 pätee Poincarén (p, p) epäyhtälö,
ja m(Ω1 ∩ Ω2) > 0, niin alueessa G = Ω1 ∪ Ω2 pätee Poincarén (p, p) epäyhtälö.
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2.5 Poincarén epäyhtälö paloittain tähtimäisessä alu-
eessa
Esitetään nyt sovellus Lauseelle 2.13. Lähteenä on [1, Proposition 3.9]. Olkoon γ yksin-
kertainen polku kompleksitasolla, mahdollisesti suljettu polku. Polun γ jälki on komplek-
sitason osajoukko. Rajoitettu kompleksitason alue G on paloittain tähtimäinen, jos G on
erillisten tähtimäisten alueiden G1, . . . , Gn, joita on äärellinen määrä, ja nollamittaisen
joukon E yhdiste
G = E ∪G1 ∪ · · · ∪Gn,
jossa E on äärellinen kokoelma yksinkertaisten polkujen jälkiä. Todistetaan nyt lemma,
jota tarvitaan näyttämään, että paloittain tähtimäisissä alueissa pätee Poincarén epäyh-
tälö [1, Lemma 3.7].
Lemma 2.20. Olkoon G paloittain tähtimäinen, rajoitettu alue, ja olkoon f alueessa
G analyyttinen funktio. Merkitään z0 sitä pistettä, jolle pätee, että jos f ∈ D(G), niin
f(z0) = 0, ja zi sitä pistettä, jolle pätee, että jos f ∈ D(Gi), niin f(zi) = 0. Tällöin
alueessa G pätee, että f(z)−f(z0) := f0 ∈ D(G), jos ja vain jos f(z)−f(zi) := fi ∈ D(Gi),
1 ≤ i ≤ n.
Todistus. Oletetaan ensin, että funktio f0 kuuluu joukkoon D(G). Tällöin saadaan
(2.21)
||f0||2D(G) =

G
|f ′(z)|2dA
=

E∪G1∪···∪Gn
|f ′(z)|2dA
=
n∑
i=1

Gi
|f ′(z)|2dA.
Nyt pätee f(zi) − f(zi) = 0. Funktio fi on myös analyyttinen alueessa Gi, koska f on
analyyttinen alueessa G ja Gi ⊂ G. Nyt arviosta (2.21) saadaan, että jos
||f0||2D(G) <∞,
niin
n∑
i=1

Gi
|f ′i(z)|2dA <∞,
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sillä f ′i(z) = f
′(z), kun z ∈ Gi. Tästä seuraa, että jokaisella i pätee fi ∈ D(Gi). Oletetaan
nyt, että kaikilla 1 ≤ i ≤ n pätee fi ∈ D(Gi). Koska oletettiin, että f on analyyttinen
alueessa G, on myös f0 analyyttinen alueessa G. Tällöin pätee f0(z0) = f(z0)−f(z0) = 0.
Nyt saadaan
||f0||2D(G) =

G
|f ′0|2dA
=
n∑
i=1

Gi
|f ′0|2dA
=
n∑
i=1

Gi
|f ′i |2dA
=
n∑
i=1
||fi||2D(Gi) <∞.
Siispä ollaan saatu haluttu ekvivalenssi.
Lause 2.22. Olkoon G rajoitettu, paloittain tähtimäinen alue. Tällöin alueessa G pätee
Poincarén epäyhtälö.
Todistus. Todistetaan nyt lähteen [1, Proposition 3.8] mukaisesti, että identtinen kuvaus
h : z 7→ z, on joukon D(G) kerroin, jolloin väite seuraa Lauseesta 2.5 ja Korollaarista
2.12. Kirjoitetaan
G = E ∪G1 ∪ · · · ∪Gn
kuten Lemmassa 2.20, ja olkoot pisteet z0 ja zi, 1 ≤ i ≤ n, kuten Lemmassa 2.20. Olkoon
nyt f = hg, jossa g ∈ D(G). Tällöin Lemman 2.20 nojalla
g(z)− g(zi) = gi ∈ D(Gi).
Koska jokainen Gi on rajoitettu, tähtimäinen alue, pätee hD(Gi) ⊂ D(Gi) Lauseiden 2.5
ja 2.13 nojalla. Siispä pätee, että hgi ∈ D(Gi). Nyt saadaan
f(z)− f(zi) = fi(z)
= h(z)g(z)− h(zi)g(zi)
= h(z)gi(z) + h(z)g(zi)− h(zi)g(zi).
Nyt koska hgi ∈ D(Gi), ja koska h on identtinen funktio ja G rajoitettu alue, niin pätee
h(z)g(zi)− h(zi)g(zi) ∈ D(Gi). Näistä tiedoista saadaan, että
h(z)g(z)− h(zi)g(zi) = fi(z) ∈ D(Gi).
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Tästä saadaan Lemman 2.20 nojalla, että
f(z)− f(z0) = h(z)g(z)− h(z0)g(z0) ∈ D(G).
Oletuksen mukaan g ∈ D(G), joten g(z0) = 0. Siispä f(z) ∈ D(G). Tästä seuraa haluttu
tulos.
2.6 Analyyttisen Poincarén epäyhtälön vakiosta origo-
keskisissä kiekoissa
Konveksit alueet ovat tähtimäisiä kaikkien pisteidensä suhteen, joten Lauseen 2.13 nojalla
konvekseissa kompleksitason rajoitetuissa alueissa pätee Poincarén epäyhtälö. Nyt julkai-
sun [10, Chapter 3] avulla tiedetään, että jos Ω ⊂ R2 on konveksi alue, jonka halkaisija
on d, niin pätee
(2.23) ||u||L2(Ω) ≤ d
pi
||∇u||L2(Ω),
jossa kerroin d
pi
on optimaalinen kaikille funktioille u, joilla on rajoitettu toinen derivaatta,
ja joilla integraalikeskiarvo alueen Ω yli on 0, eli
1
m(Ω)

Ω
udA = 0.
Analyyttisen Poincarén epäyhtälön vakioon liittyvä kirjallisuus on niukkaa. Seuraavaksi
esitetään suoraviivainen korollaari arvion (2.23) käytöstä analyyttisen Poincarén epäyh-
tälön arviointiin.
Korollaari 2.24. Olkoon f ∈ D(Ur), jossa Ur = D(0, r) on origokeskinen r-säteinen
avoin kiekko, piste z0 on origo, ja f = u + iv, jossa reaalisten funktioiden u ja v toiset
derivaatat ovat rajoitettuja, ja f(z0) = 0. Tällöin pätee
||f ||B(Ur) ≤
√
8r
pi
||f ||D(Ur),
eli (
Ur
|f |2dA
)1/2
≤
√
8r
pi
(
Ur
|f ′|2dA
)1/2
.
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Todistus. Olkoon f = u + iv kuten korollaarin oletuksissa. Koska funktiot u ja v ovat
harmonisia, niille pätee keskiarvo-ominaisuus [3, Theorem 1.6], jolloin
u(z0) = 0 =
1
m(Ur)

Ur
udA
ja
v(z0) = 0 =
1
m(Ur)

Ur
vdA.
Tällöin käyttämällä arviota (2.23) kun d = 2r saadaan

Ur
|f |2dA =

Ur
|u|2dA+

Ur
|v|2dA
≤ 4r
2
pi2
(
Ur
|∇u|2dA+

Ur
|∇v|2dA
)
=
4r2
pi2
(
Ur
(
∂u
∂x
)2 + (
∂u
∂y
)2 + (
∂v
∂x
)2 + (
∂v
∂y
)2dA
)
=
8r2
pi2
(
Ur
|f ′|2dA
)
.
Siispä funktiolle f origokeskisessä kiekossa Ur saadaan arvio(
Ur
|f |2dA
)1/2
≤
√
8r
pi
(
Ur
|f ′|2dA
)1/2
.
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Luku 3
Sektorimainen alue, jossa Poincarén
epäyhtälö ei päde
3.1 Päätulos
Todistetaan ensin lemma, jota tarvitaan päätulosta varten.
Lemma 3.1. Olkoon (an) laskeva jono siten, että 0 < an < 1 kaikilla n ∈ N, ja
limn→∞ an = 0. Tällöin kaikille n löytyy tarpeeksi suuri luonnollinen luku m > n si-
ten, että seuraavat arviot pätevät:
1.
16m2(0, 8)2m−2 < 1/m6,
2.
(2n− 2)m2(1− 1
2
a22n−1)
2m−2 < 1/m6,
3.
(1−m−4)2m+1 > 1
2
,
Todistus. Jotta tälläinen m löytyy, kohtaa 1 varten riittää näyttää, että löytyy m > n
jolle pätee
16m2(0, 8)2m−2 < 1/m6
eli
16m8(0, 8)2m−2 < 1.
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Tätä varten näytetään, että pätee
lim
m→∞
16m8(0, 8)2m−2 = 0.
Tehdään arvio
16m8(0, 8)2m−2 =
16
0, 82
m8e2m ln(0,8)
≤ C1m8e−1/2m
≤ C1 m
8
e1/2m
= C1e
8 ln(m)−1/2m → 0 kun m→∞,
jossa C1 on vakio. Kohtaa 2 varten riittää näyttää, että pätee
lim
m→∞
(
(2n− 2)m8(1− 1
2
a22n−1)
2m−2
)
= 0.
Oletuksen nojalla termi (1− 1
2
a22n−1) on pienempi kuin 1. Tällöin vastaavasti kuin kohdassa
1 saadaan arvio
(2n− 2)m8(1− 1
2
a22n−1)
2m−2 ≤ C2m8e−r2m
= C2
m8
e−r2m
= C2e
8 ln(m)−2rm → 0, kun m→∞,
jossa C2 on vakio, ja 0 < r. Kohtaa 3 varten tehdään arvio kun m > 5 :
(1− 1
m4
)2m+1 = (1− 1
m4
)2m(1− 1
m4
)
≥ (1− 1
2
1
2m
)2m(1− 1
m4
)→ 1√
e
>
1
2
, kun m→∞.
Lause 3.2. On olemassa kompleksitason rajoitettu alue, jossa Poincarén (2, 2) epäyhtälö
ei päde kaikille analyyttisille funktioille.
Todistus. Tarkoituksena on konstruoida Kuvan 3.1 näköinen rajoitettu alue, jossa Poincarén
epäyhtälö ei päde. Korollaarin 2.12 nojalla riittää osoittaa, että D(G) 6⊂ B(G). Lemman
2.4 nojalla voidaan piste z0 kiinnittää. Seuraava konstruktio antaa tällaisen rajoitetun
alueen G, [2, Theorem 10]. Määritellään jonot (an) ja (tn) siten, että
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G0
G1
G2
G3
G4
t2n
G4
a01a1a2a3a4a50
. . .
y
x
Kuva 3.1: Joukot Gn.
1. a0 > 1 > a1 > a2 > a3 > . . . ,
2. an → 0, kun n→∞,
3. 0 < t2n+1 ≤ 14 ja t2n = 14 , kun n ∈ N = {0, 1, 2, ...}.
Jotta halutunlainen alue saadaan konstruktoitua, jonoille annetaan myöhemmin lisää eh-
toja. Olkoon
Gn = {reit : an+1 ≤ r ≤ an ja |t| ≤ tn},
ja G joukkojen Gn yhdiste, josta on poistettu reuna:
G =
⋃
n∈N
Gn \
(
∂
⋃
n∈N
Gn
)
= int
(⋃
n∈N
Gn
)
.
Piste z0 on (1,0). Olkoon gm(z) = (1 − z2)m. Tällöin gm(z0) = 0, ja gm on analyyttinen
joukossaG. Jokainen funktio gm kuuluu joukkoonD(G), sillä alueenG rajoittuneisuudesta
seuraa
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
G
|g′m|2dA =

G
| −m2z(1− z2)m−1|2dA <∞.
Oletetaan ristiriidan näyttämistä varten, että D(G) ⊂ B(G). Nyt Lemman 2.10 nojalla
kanoninen injektio i : D(G)→ B(G), i(g) = g, on rajoitettu. Johdetaan tästä ristiriita.
(3.3) sup
m
||i(gm)||B(G)
||gm||D(G) = supm
||gm||B(G)
||gm||D(G) = supm

G
|(1− z2)m|2dA
G
| −m2z(1− z2)m−1|2dA =∞.
Ristiriita syntyy Lemman 2.10 epäyhtälön
||gm||B(G)
||gm||D(G) ≤ C
kanssa, jossa C on funktioista gm riippumaton vakio. Väitteen (3.3) päättelyä varten
tutkitaan joukon Gj, j > 0, kuvaa kuvauksessa z 7→ z2. Kuvajoukko on
G2j = {reit : a2j+i ≤ r ≤ a2j ja |t| ≤ 2tj}.
Tällöin, kun j > 0, funktio |gm| = |(1− z2)m| saa minimiarvon kun |(1− z2)| on mahdol-
lisimman pieni. Tämä toteutuu, kun |z| on mahdollisimman lähellä ykköstä, eli joukossa
Gj pisteessä aj. Siispä
(3.4)

G
|gm|2dA ≥

Gj
|gm|2dA ≥ (1− a2j)2mm(Gj).
Nyt jonoille (an) ja (tn) annetaan lisäehtoja. Olkoon nyt a0 = 1, 1 ja a1 = 0, 9. Tällöin
m(G0) < 1, ja kaikille z ∈ G0 pätee, että |z| < 2 ja |1− z2| < 0, 8. Nyt
g′m(z) = −m2z(1− z2)m−1.
Siispä
(3.5)

G0
|g′m|2dA ≤ 16m2(0, 8)2m−2.
Nyt huomataan, että a21 < cos(
1
2
). Tällöin jonojen määritelmien 1. ja 3. nojalla, kun j ≥ 1,
pätee, että
(3.6) a2j ≤ cos(2tj).
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G
co
s(2
t j)
2tj
G
2
j
a2ja
2
j+1 1
y
x
Kuva 3.2: Joukko G2j .
Etsitään nyt piste zr ∈ G2j , jonka etäisyys on suurin pisteeseen (1, 0). Piste zr voidaan
esittää joukon G2j määritelmän nojalla seuraavasti, kun a
2
j+1 ≤ r ≤ a2j ja |t| ≤ 2tj:
zr = re
it = r cos(t) + ir sin(t).
Etsitään nyt tason kahden pisteen etäisyyden lausekkeen maksimi pisteille (r cos(t), r sin(t))
ja (1, 0): √
(r cos(t)− 1)2 + (r sin(t))2 =
√
r2(cos2(t) + sin2(t))− 2r cos(t) + 1
=
√
r2 − 2r cos(t) + 1.
Nyt maksimi saavutetaan, kun
r2 − 2r cos(t)
on mahdollisimman suuri. Koska joukko G2j on kompakti, löytyy tälläinen maksimi. Nyt
r2 − 2r cos(t) = r(r − 2 cos(t)).
Siispä koska r > 0, niin maksimipisteessä −2 cos(t) saavuttaa minimin muuttujan t suh-
teen. Tämä saavutetaan, kun t = ±2tj. Oletetaan nyt, että t = 2tj. Tutkitaan nyt muut-
tujan r suhteen olevaa polynomia r2 − 2r cos(2tj). Tämän polynomin derivaatta on
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2r − 2 cos(2tj),
ja derivaatan nollakohta on r = cos(2tj). Koska derivaatta on pienempi kuin 0 kun
r < cos(2tj), ja koska arvion (3.6) nojalla a
2
j+i ≤ r ≤ cos(2tj), niin polynomi saavut-
taa maksiminsa kun r = a2j+1. Siispä piste, jossa etäisyys joukosta G
2
j pisteeseen (1, 0)
on suurin, on a2j+ie
i2tj . Tämä näkyy myös Kuvasta 3.2. Etäisyys pisteestä 1 pisteeseen
a2j+1e
i2tj suoralla on pienempi tai yhtäsuuri kuin etäisyys pisteestä 1 pisteeseen a2j+1 josta
kuljetaan ympyrän kehällä pisteeseen a2j+1e
i2tj . Näinollen
|1− a2j+1ei2tj | ≤ 1− a2j+1 + a2j+12tj
≤ 1− 1
2
a2j+1.
Siispä, kun j ≥ 1, niin
(3.7)

Gj
|g′m|2dA ≤ 4m2a2j(1−
1
2
a2j+1)
2m−2m(Gj).
Nyt jatketaan jonojen (an) ja (tn) määrittämistä. Oletetaan, että jonoista (an) ja (tn)
on määritetty termit a0, a1, . . . , a2n−1 ja t0, t1, . . . , t2n−2. Arvioidaan ensin Dirichletin in-
tegraalia yli alueiden Gj jotka on jo määritetty, mutta poislukien joukko G0. Kun j ≥ 1,
pätee m(Gj) <
1
4
ja aj < 1. Epäyhtälöstä (3.7) saadaan
(3.8)
2n−2∑
j=1

Gj
|g′m|2dA ≤
2n−2∑
j=1
m2(1− 1
2
a2j+1)
2m−2
≤ (2n− 2)m2(1− 1
2
a22n−1)
2m−2.
Kiinnitetään nyt kokonaisluku m, joka riippuu luvusta n, ja jolle annetaan lisäehtoja
myöhemmin. Olkoon a2n = 1/m
2, jossa ensimmäisenä ehtona luvulle m vaaditaan, että
1/m2 < a2n−1. Valitaan nyt t2n−1 siten, että m(G2n−1) on tarpeeksi pieni, jotta epäyhtä-
löstä (3.7) saadaan
(3.9)

G2n−1
|g′m|2dA ≤ 1/m6.
Nyt luvut m, a2n−1 ja a2n on kiinnitettyjä. Riippumatta siitä, miten a2n+1 tullaan valit-
semaan, pätee
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m(G2n) ≤ 1
4
a22n =
1
4
m−4.
Edelleen epäyhtälöstä (3.7) saadaan
(3.10)

G2n
|g′m|2dA ≤ 4m2a22nm(G2n) < a22n/m2 = 1/m6.
Olkoon nyt a2n+1 = 1/m
4. Nyt riippumatta lukujen aj ja tj−1 valinnasta, kun j ≥ 2n+ 1,
pätee
Gj ⊂ {reit : 0 < r ≤ a2n+1 ja |t| ≤ 1
4
},
jossa jälkimmäisen joukon pinta-ala on 1
4
a22n+1 =
1
4
m−8. Koska joukkojen Gj, j = 0, 1, . . . ,
sisäjoukot Gj \ ∂Gj ovat erillisiä, pätee
∞∑
j=2n+1
m(Gj) ≤ 1
4
m−8.
Tällöin epäyhtälöstä (3.7) saadaan
(3.11)
∞∑
j=2n+1

Gj
|g′m|2dA ≤ 4m2
∞∑
j=2n+1
m(Gj) ≤ 1/m6.
Nyt annetaan ehdot, jotka luvun m täytyy täyttää. Luku m riippuu edelleen luvusta n.
Valitaan luku m tarpeeksi suureksi, jotta pätee
1. 
G0
|g′m|2dA ≤ 16m2(0, 8)2m−2 < 1/m6,
2.
2n−2∑
j=1

Gj
|g′m|2dA ≤ (2n− 2)m2(1−
1
2
a22n−1)
2m−2 < 1/m6,
3.
(1−m−4)2m+1 > 1
2
,
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4.
1/m2 < a2n−1,
5.
m > n.
Tälläinenm löytyy Lemman 3.1 nojalla. Nyt summaamalla arviot (3.5), (3.8), (3.9), (3.10)
ja (3.11) saadaan
(3.12)

G
|g′m|2dA =

G0
|g′m|2dA+
2n−2∑
i=1

Gi
|g′m|2dA
+

G2n−1
|g′m|2dA+

G2n
|g′m|2dA+
∞∑
j=2n+1

Gi
|g′m|2dA
≤ 5/m6.
Nyt epäyhtälöstä (3.4) saadaan
(3.13)

G
|gm|2dA ≥

G2n
|gm|2dA ≥ (1− a22n)2mm(G2n)
=
1
4
(1− a22n)2m(a22n − a22n+1) =
1
4
(1−m−4)2m(m−4 −m−8)
=
1
4
(1−m−4)2m+1/m4
≥ m−4/8.
ja viimein, yhdistämällä arviot (3.13) ja (3.12), saadaan että kaikille n on olemassa m
siten, että

G
|gm|2dA
G
|g′m|2dA
=
||gm||2B(G)
||gm||2D(G)
≥ m2/40 > n/7.
Näinollen yhtälö (3.3) pätee, ja ollaan saatu ristiriita.
Lause 3.14. Lauseen 3.2, Kuva 3.1, alueen G reuna on suoristuva.
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Todistus. Osoitetaan, että alueen G reunan muodostavan käyrän pituus on äärellinen.
Olkoon jono (an) ja joukot Gn kuten Lauseessa 3.2. Tällöin alueen G reunan pituus on
pienempi kuin joukkojen Gn reunojen pituuksien summa. Joukon Gn reunan pituus on
ln =
tn
2pi
2pian +
tn
2pi
an+1 + 2(an − an+1) ≤ 1
4
an +
1
4
an+1 + 2(an − an+1).
Nyt jos
∑∞
n=0 an suppenee, niin summa
∑∞
n=0 ln suppenee. Lauseessa 3.1 määriteltiin
a2n = 1/m
2,
ja että m > n. Nyt koska jono an on myös laskeva, saadaan, että
∞∑
n=0
an ≤ 2
∞∑
n=0
a2n ≤ 2
∞∑
i=0
1/i2 <∞,
jolloin siis summa
∑∞
n=0 an suppenee, ja saadaan haluttu tulos.
3.2 Alue, jossa pätee Poincarén (2, 2) epäyhtälö, mutta
ei Poincarén (|| · ||∞, 2) epäyhtälö
Todistetaan alkuun kaksi lemmaa, jota tarvitaan Lausetta 3.21 varten.
Lemma 3.15. Olkoon f mitallinen funktio kompleksitason alueessa X, ja olkoon ||f ||∞ >
0, ja ||f ||q <∞ jollain q <∞. Tällöin
lim
p→∞
||f ||p = ||f ||∞.
Todistus. Kiinnitetään  > 0 siten, että  < ||f ||∞. Olkoon joukko
S = {x : |f(x)| ≥ ||f ||∞ − }.
Tällöin saadaan
||f ||p ≥
(
S
(||f ||∞ − )pdA
)1/p
= (||f ||∞ − )m(S)1/p.
Koska m(S) > 0 on äärellinen, tästä saadaan Chebyshevin epäyhtälön [5] nojalla
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(a, 0)
RrRr0
y
x
Kuva 3.3: Paksunnetut viivat esittävät joukkoja Rr ja Rr0 .
(3.16) lim inf
p→∞
||f ||p ≥ ||f ||∞.
Normin ||f ||∞ määritelmän nojalla pätee |f(x)| ≤ ||f ||∞ melkein kaikilla x ∈ X. Tällöin,
kun p > q, jossa q on oletuksesta ||f ||q <∞, ja koska ||f ||∞ > 0, niin
||f ||p ≤
(
X
|f |p−q|f |qdA
)1/p
≤ ||f ||
p−q
p∞ ||f ||
q
p
q .
Tästä saadaan edelleen
(3.17) lim sup
p→∞
||f ||p ≤ ||f ||∞.
Yhdistämällä arviot (3.16) ja (3.17) saadaan haluttu tulos.
Lemma 3.18. Olkoon joukko Rr = {reit : |t| < α}, α < pi/2, Kuva 3.3. Tällöin löytyy
piste (a, 0), a > r, siten, että pisteestä (a, 0) saadaan suora jokaiseen joukon Rr pisteeseen
niin, että suora leikkaa joukon Rr vain kerran. Lisäksi jos r0 < r, niin pisteestä (a, 0)
voidaan vetää suora myös jokaiseen joukon Rr0 = {r0eit : |t| < α} pisteeseen niin, että
suora leikkaa joukon Rr0 vain kerran.
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Todistus. Tason pisteet, jotka kuuluvat origokeskiseen r-säteiseen ympyrään toteuttavat
yhtälön x2 + y2 = r2, x, y ∈ R, r > 0. Merkitään kα(p) sellaisen suoran kulmakerrointa,
joka kulkee pisteen reiα kautta, joka ei ole vaakasuora, ja joka leikkaa y-akselin pisteessä
(0, p), p < r. Merkitään tämän suoran ja x-akselin leikkauspistettä (a0, 0). Tutkitaan nyt
pisteestä (a0, 0) joukon Rr pisteeseen kulkevaa suoraa. Tälläisen suoran yhtälö on muotoa
y = kα(p)(x− a0).
Merkitään kr pisteiden (0, r) ja (a0, 0) kautta kulkevan suoran kulmakerrointa. Nyt pisteen
a0 määritelmästä saadaan, että
(3.19) |kα(p)| =
∣∣∣∣−pa0
∣∣∣∣ < ∣∣∣∣−ra0
∣∣∣∣ = |kr|.
Lasketaan nyt, milloin suora y = kα(p)(x−a0) leikkaa ympyrän x2 +y2 = r2. Siis saadaan
x2 + (kα(p)(x− a0))2 = r2 ⇔ x2 + (kα(p)(x− a0))2 − r2 = 0.
Etsitään nyt polynomin x2 + (kα(p)(x− a0))2 − r2 nollakohdat:
x2 + (kα(p)(x− a0))2 − r2 = x2 + kα(p)2(x2 − 2xa0 + a20))− r2
= (kα(p)
2 + 1)x2 − 2kα(p)2a0x+ kα(p)2a20 − r2,
josta saadaan toisen asteen yhtälön ratkaisukaavalla ratkaisut
x =
2kα(p)
2a0 ±
√
4kα(p)4a20 − 4(kα(p)2 + 1)(kα(p)2a20 − r2)
2(kα(p)2 + 1)
.
Nyt riittää näyttää, että löytyy a0 > 0 siten, että
2kα(p)
2a0 −
√
4kα(p)4a20 − 4(kα(p)2 + 1)(kα(p)2a20 − r2) < 0,
jolloin suora leikkaa r-säteisen ympyrän toisen kerran negatiivisella puolitasolla, eli kor-
keintaan kerran joukon Rr. Nyt saadaan
(3.20)
2kα(p)
2a0 −
√
4kα(p)4a20 − 4(kα(p)2 + 1)(kα(p)2a20 − r2) < 2kα(p)2a0 −
√
4kα(p)2a20
= 0,
sillä arvion (3.19) nojalla
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kα(p)
2a20 − r2 < 0.
Nyt, jos pisteen (a0, 0) ja joukon Rr pisteen kautta kulkeva suora leikkaa joukon Rr vain
kerran, niin suora joka kulkee saman joukon Rr pisteen ja pisteen (b0, 0) kautta, jossa
b0 > a0, leikkaa myös joukon Rr vain kerran. Tämä seuraa siitä, että uuden suoran
kulmakertoimelle kb pätee |kb| < |kα(p)|. Tällöin arviota (3.20) voidaan käyttää myös
uuteen pisteeseen, jolloin saadaan haluttu tulos. Jos r0 < r, niin skaalatusta pisteestä
( r0
r
a0, 0) saadaan jokaiseen joukon Rr0 pisteeseen suora, joka leikkaa joukon Rr0 vain
kerran. Koska a0 >
r0
r
a, on todistus valmis.
Lause 3.21. On olemassa rajoitettu kompleksitason alue G, jossa pätee seuraavat väitteet:
• alueessa G pätee Poincarén (2, 2) epäyhtälö,
• kaikille vakioille K ∈ R löytyy luku 1 < p0 < 2, joka riippuu vakiosta K, niin
että kaikilla p, joille pätee 2 > p ≥ p0, alueessa ei ole voimassa Poincarén
(
2p
2−p , 2
)
epäyhtälö vakiolla K,
• alueessa G ei päde Poincarén (|| · ||∞, 2) epäyhtälö.
Todistus. Ideana on konstruoida Kuvan 3.5 näköinen alue. Olkoon G, jonot (an), (tn) ja
funktiot gm kuin Lauseessa 3.2. Määritellään uusi jono (bn),
bn = min{tn, tn−1},
kun n 6= 0, ja b0 = t0. Siispä jono (bn) on laskeva. Määritellään nyt joukot
G+n = {reit : an+1 ≤ r ≤ an ja |t| ≤ bn}.
Alue G+ on joukkojen G+n unioni ilman reunaa, eli
G+ =
⋃
n∈N
G+n \
(
∂
⋃
n∈N
G+n
)
= int
(⋃
n∈N
G+n
)
.
Määritellään
Or = {reit : |t| ≤ pi/2} ∩G+,
eli alueen G+ r-säteinen ympyräkaistale. Tällöin alue G+ voidaan esittää myös muodossa
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G+ = int
(( ⋃
0<r<a1
(Or)
)
∪G+0
)
.
Oletetaan ensin, että G+0 on tähtimäinen, eli erityisesti, että pisteestä (1, 0) ympyräkais-
taleelle Oa1 kulkeva suora ei leikkaa ympyräkaistaletta kuin kerran. Tällöin jos z ∈ Or,
|z| = r, kun 0 < r ≤ 1, niin Lemman 3.18 ja ympyräkaistaleiden segmentin suuruuden
määrittävän jonon (bn) laskevuuden nojalla suora, joka kulkee pisteestä (1, 0) pisteeseen z
leikkaa jokaista ympyräkaistaletta Op, r < p ≤ 1 vain kerran. Suoraa, joka kulkee pisteen
z ja (1, 0) kautta kuvaa yhtälö
y = k(x− 1).
Tästä nähdään, että kun x ∈]0, 1] niin y 7→ |y| on vähenevä. Nyt koska jonon (bn) las-
kevuuden nojalla jokaisen Op segmentin koko on suurempi kuin ympyräkaistaleella Or,
ja suoran yhtälössä |y| on vähenevä, niin väistämättä suora y = k(x − 1) leikkaa ym-
pyräkaistaleen Op. Nyt edelleen, koska suora pisteestä z pisteeseen (1, 0) leikkaa jokaista
ympyräkaistaletta Op korkeintaan kerran, mutta kuitenkin kerran, niin jana pisteestä z
pisteeseen (1, 0) kuuluu alueeseen G+. Tästä saadaan, että jos joukko G+0 on tähtimäi-
nen pisteen (1, 0) suhteen, niin myös alue G+ on tähtimäinen. Tutkitaan nyt joukon G+0
tähtimäisyyttä.
Symmetrian vuoksi riittää tutkia tapausta kun 0 ≤ t ≤ 1/4. Etsitään ensin joukon G+0
pisteet, jotka ovat reaaliakselilla, ja joiden suhteen joukko G+0 ei ole tähtimäinen, Kuva
(3.4). Lasketaan ensin joukon G+0 sisäreunan tangentti pisteessä (a1 cos(t), a1 sin(t)):
x2 + y2 = a21 ⇒ y =
√
a21 − x2,
jolloin
y′(x) = − x√
a21 − x2
.
Nyt siis
y′(a1 cos(t)) = − a1 cos(t)√
a21 − (a1 cos(t))2
.
Suoran, joka kulkee pisteen (a1 cos(t), a1 sin(t)) kautta ja jonka kulmakerroin laskettiin
edellä, yhtälö on
y − a1 sin(t) = − a1 cos(t)√
a21 − (a1 cos(t))2
(x− a1 sin(t)).
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a1e
i1/4
1l
G+0
Kuva 3.4: Joukko G+0 on tähtimäinen pisteen (1, 0) suhteen, muttei pisteen (l, 0) suhteen.
Muistetaan, että a1 = 0, 9. Siis saadaan piste, jossa suora leikkaa reaaliakselin:
x = sin(t)
√
a21 − (a1 cos(t))2
cos(t)
+ a1 sin(t) < 1,
kun 0 ≤ t ≤ 1/4. Tästä seuraa, että G+0 on tähtimäinen pisteen (1, 0) suhteen, eli G+
on tähtimäinen pisteen (1, 0) suhteen. Siispä Lauseen 2.13 nojalla siellä pätee Poincarén
epäyhtälö. Nyt koska G+ ⊂ G, niin Lauseen 3.2 arvio (3.12) pätee funktiolle g′m myös
joukossa G+. Tehdään nyt toinen arvio:
(3.22)
(
G+
|gm|2p0/(2−p0)dA
)(2−p0)/p0
≥
(
G+2n
|gm|2p0/(2−p0)dA
)(2−p0)/p0
≥ ((1− a22n)2p0m/(2−p0)m(G2n))(2−p0)/p0
=
(
b2n(1− a22n)2p0m/(2−p0)(a22n − a22n+1)
)(2−p0)/p0
= k(1− a22n)2m
= k(1−m−4)2m
≥ k
2(1−m−4) ,
jossa luvulle m oletetaan samat ehdot kuin Lauseessa 3.2, ja
k =
(
b2n(a
2
2n − a22n+1)
)(2−p0)/(2p0) .
Huomataan nyt, että kun p0 → 2, niin
2− p0
2p0
→ 0.
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G0
G1
G2
G3
G4
t2n
+
0
+
1+
2+
a01a1a2a3a40
. . .
y
x
Kuva 3.5: Joukot G+n .
Valitaan nyt luku p0 tarpeeksi lähelle lukua 2, esimerkiksi siten, että k > 1/2. Nyt yhdis-
tämällä arviot (3.12) ja (3.22) saadaan
||gm||2p/(2−p)
||g′m||2
≥
(
m6
5
)1/2(
k
2(1−m−4)
)1/2
.
Nyt jos K ∈ R on vakio, niin löytyy luonnollinen luku n siten, että n > K. Siispä löytyy
m, jolle pätee (
m6
5
)1/2(
k
2(1−m−4)
)1/2
> n > K,
jolloin ollaan näytetty, ettei vakiolla K päde Poincarén
(
2p0
2−p0 , 2
)
epäyhtälö. Merkitään
nyt
kp =
(
b2n(a
2
2n − a22n+1)
)(2−p)/(2p)
.
Nyt jos pätee 2 > p > p0, niin pätee
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2p0
2− p0 <
2p
2− p.
Siispä saadaan
||gm||2p/(2−p)
||g′m||2
≥
(
m6
5
)1/2(
kp
2(1−m−4)
)1/2
>
(
m6
5
)1/2(
k
2(1−m−4)
)1/2
> n
> K,
tarpeeksi suurella m. Siispä vakiolla K Poincarén
(
2p
2−p , 2
)
epäyhtälö ei ole alueessa G+
voimassa kaikilla analyyttisillä funktioilla. Tutkitaan nyt normin || · ||∞ tapausta. Muis-
tetaan funktion gm määritelmä:
gm(z) = (1− z2)m.
Nyt z2 on rajoitettu joukossaG+, joten kaikillam ∈ N pätee gm ∈ L2(G+).Myös ||gm||∞ >
0. Tällöin Lemman 3.15 nojalla pätee
||gm||2p/(2−p) → ||gm||∞, kun p→ 2.
Nyt käyttämällä arviota (3.22) ja tietoa, että kp → 1, kun p→ 2, saadaan
(3.23)
||gm||∞ = lim
p→2
||gm||2p/(2−p)
≥ lim
p→2
(
kp
2(1−m−4)
)1/2
=
(
1
2(1−m−4)
)1/2
.
Nyt käyttämällä arvioita (3.12) ja (3.23) funktioon gm, saadaan tarpeeksi suurella m
||gm||∞
||g′m||2
≥
(
m6
5
)1/2(
1
2(1−m−4)
)1/2
> n,
joten Poincarén (|| · ||∞, 2) epäyhtälö ei päde kaikille analyyttisille funktioille g alueessa
G+.
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Luku 4
Spiraalimainen alue, jossa Poincarén
epäyhtälö ei päde
Tämä väite ja yksinkertainen todistus on alun perin julkaistu artikkelissa [6, Theorem 2].
Lause 4.1. On olemassa spiraalimainen rajoitettu kompleksitason alue, jossa Poincarén
(2, 2) epäyhtälö ei päde jokaisella analyyttisellä funktiolla.
Todistus. Olkoon w = u + iv, missä u, v ∈ R, ja olkoon u1 ∈ R kiinnitetty. Olkoot
f1, f2 jatkuvia, rajoitettuja, reaaliarvoisia ja väheneviä funktioita välillä [u1,∞). Oletetaan
myös, että f1 ja f2 ovat positiivisia, ja lähestyvät nollaa, kun u → ∞. Oletetaan vielä
edelleen, että kaikille u, joille u1 ≤ u <∞, pätee
0 < f2(u+ 2pi) ≤ f1(u) < f2(u).
Määritellään tällöin alue ∆ seuraavasti:
∆ = {w = u+ iv : u1 < u <∞, f1(u) < v < f2(u)}.
Määritellään nyt alue G kuvauksen w 7→ eiw avulla:
G = ei∆ = {z : z = eiw kun w ∈ ∆}.
Olkoon z ∈ G, jolloin
z = eiw =
1
ev
eiu.
Kuvauksessa w 7→ eiw alue ∆ muuntuu bijektiivisesti rajoitetuksi alueeksi G, joka on yk-
sikköympyrän spiraalimainen osajoukko, joka tekee äärettömän monta kierrosta, ja jossa
spiraalin häntä lähestyy yksikköympyrää, Kuva 4.1. Nyt pätee myös
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. . .
y
x
u1
f2(u1)
f1(u1)
G
∆
v
u
z = eiw
. . .
Kuva 4.1: Alueet ∆ ja G, tässä w ∈ ∆ ja z ∈ G.
(4.2)
∣∣∣∣deiwdw
∣∣∣∣ = e−v,
jossa deiw/dw on funktion eiw kompleksinen derivaatta muuttujan w suhteen. Nyt yhtä-
löstä (4.2) saadaan edelleen
(4.3) e−2v =
∣∣∣∣deiwdw
∣∣∣∣2 < 1,
sillä v > 0. Oletetaan nyt, että f2(u) = 1/u
2, ja f1(u) = f2(u + 2pi), missä u ≥ u1, ja
u1 = 1. Tällöin f2(u1) = 1. Oletetaan myös, että w0 = u0 + iv0 on kiinnitetty, ja z0 on
pisteen w0 kuva e
iw0 alueessa G. Nyt koska kuvaus w 7→ eiw on analyyttinen bijektio,
jonka derivaatta ei saa arvoa nolla, sillä on olemassa analyyttinen käänteiskuvaus [13,
Theorem 10.33]. Merkitään tätä g(z), g : G → ∆. Määritellään nyt funktio f : G → C
seuraavasti:
f(z) = g(z)− g(z0) = w − w0.
Nyt f(z0) = 0, ja f on analyyttinen joukossa G. Sijoituksella t = f(z), jossa yhtälön (2.3)
mukaisesti funktion f Jacobin matriisin determinantti on Jf = |f ′(z)|2, ja integroimalla
vakiofunktiota 1 alueen ∆ yli, saadaan

∆
dA(t) =

G
|f ′(z)|2dA(z).
Koska
∆ ⊂ {w = u+ iv : u1 < u <∞, 0 < v < 1/u2},
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saadaan

G
|f ′(z)|2dA =

∆
dA = m(∆) <
 ∞
u1
du
u2
<∞.
Toisaalta sijoituksella w = eiz, ja epäyhtälöllä
e−2 <
∣∣∣∣deiwdw
∣∣∣∣2 ,
joka saadaan kohdasta (4.3), saadaan seuraava arvio:
(4.4)

G
|f(z)|2dA(z) =

∆
|w − w0|2
∣∣∣∣deiwdw
∣∣∣∣2 dA(w)
≥ e−2

∆
|w − w0|2dA(w).
Määritellään nyt uusi joukko
∆− = ∆ \ {w : Re(w) < 2u0}.
Nyt, jos Re(w) ≥ 2u0, eli u/2 ≥ u0, niin pätee
(4.5)
|w − w0| =
√
(u− u0)2 + (v − v0)2
≥
√
(u− u0)2
= |u− u0|
= |u
2
+
u
2
− u0|
≥ u/2.
Tällöin käyttämällä epäyhtälöä (4.5) saadaan
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(4.6)

∆
|w − w0|2dA ≥

∆−
|w − w0|2dA
≥

∆−
1
4
u2dA
=
1
4
 ∞
2u0
(f2(u)− f1(u))u2du
=
1
4
 ∞
2u0
(
1
u2
− 1
(u+ 2pi)2
)
u2du
=
1
4
 ∞
2u0
(
4pi(u+ pi)
u2(u+ 2pi)2
)
u2du
= pi
 ∞
2u0
(u+ pi)
(u+ 2pi)2
du
=∞.
Nyt yhdistämällä arviot (4.4) ja (4.6) saadaan

G
|f(z)|2dA =∞.
Siispä, jos oletetaan, että alueessa G pätee Poincarén epäyhtälö (2.9), niin pätee jollain
äärellisellä vakiolla C, joka ei riipu funktiosta f , seuraava epäyhtälö

G
|f |2dA ≤ C

G
|f ′|2dA.
Mutta toisaalta

G
|f |2dA =∞ ≤ C

G
|f ′|dA <∞,
eli saadaan ristiriita.
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